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基于深度强化学习的短波自主检测与定位方法

冯祺玥，唐涛，张昀普，王鼎，吴志东
（信息工程大学信息系统工程学院，河南 郑州 450001）

摘要：在短波信号实时检测与定位环节，往往存在数据关联与误差传递问题，容易导致检测信号与定位信号不

匹配，且难以实时输出结果。针对上述问题，提出一种基于多智能体近端策略优化的短波自主检测与定位方法。

通过设计基于短波信号时频图的强化学习环境，有效表征短波信号的频域特征。同时，设计具有混合动作空间

的滤波窗智能体以自适应选择信号。另外，通过定位误差椭圆概率、信号匹配度与多智能体协作策略设计奖励

函数，利用改进的多智能体近端策略优化算法探索最优策略，实现短波自主检测与定位。仿真测试结果表明，

相较于基线算法，信号检测与定位的平均时间缩短了0.12 s，平均检测与定位的准确率提高了22%，为复杂电磁

环境下自主协同目标检测与定位提供新思路。

关键词：短波信号检测与定位；多智能体近端策略优化；强化学习；混合动作空间；定位误差椭圆概率

中图分类号：TN97 

文献标志码：A 

doi：10.11959/j.issn.1000-436x.TXXB260042

Shortwave autonomous detection and localization method 
based on deep reinforcement learning

Feng Qiyue, Tang Tao, Zhang Yunpu, Wang Ding, Wu Zhidong
School of Information System Engineering, Information Engineering University, Zhengzhou 450001, China

Abstract: In the process of real-time shortwave signal detection and localization, problems such as data association and 

error propagation are frequently observed, by which a mismatch between detection and localization results is easily in‐

duced, and the timely output of outcomes is impeded. To address the above issues, an integrated shortwave signal detec‐

tion and localization method based on multi-agent proximal policy optimization was proposed. By constructing a rein‐

forcement learning environment using shortwave signal time-frequency diagrams, spectral characteristics of shortwave 

signals were effectively captured. A filtering-window agent with hybrid action space was designed for adaptive signal se‐

lection. Furthermore, localization error ellipse probability, signal matching degree, and multi-agent collaboration strate‐

gies were incorporated into the reward function design. Optimal policies were explored by the optimized multi-agent 

proximal policy optimization to achieve autonomous shortwave signal detection and localization. Simulation results dem‐

onstrate that compared with baseline algorithms, the proposed method reduces average recognition-localization time by 

0.12 s while improving accuracy by 22%, thereby providing a novel solution for autonomous cooperative target detection 

and localization in complex electromagnetic environments.
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0　引言

短波通信凭借其独特的超视距传输能力，在应

急通信、侦察及远洋导航等领域具有不可替代的优

势，但受限于多径效应、动态衰减等复杂信道特

性，短波信号检测与定位较困难[1-2]。短波常采用

多站测角定位机制，需要利用波达方向（direction 

of arrival，DOA）估计方法得到入射信号方位角和

仰角，然后利用参数估计方法确定目标位置，该方

法依赖精确的角度测量结果[3-4]。因此，经典信号

检测与定位（detection and localization，DL）方法

往往需要先检测发现信号，再进行信号类型检测与

定位等工作，该过程需要大量人工参与信号判别与

测定等操作。在实时变化的信号环境下，传统方法

往往存在数据关联与误差传递问题，导致定位实时

性较差，难以满足短波信号实时检测与定位的

需求。

随着人工智能技术的快速发展，强化学习在无

线通信领域的应用为信号自主检测与定位提供了新

思路[5]。单智能体深度强化学习通过与环境交互自

主优化策略，已在非动态场景的频谱检测与功率控

制中取得进展。在信号自主检测与定位领域，强化

学习通过模拟智能体与环境交互，自适应地学习图

像信号特征并优化分类策略[6-9]。Caicedo等[7]提出

基于深度Q网络（deep Q network，DQN）的图形

信号检测分类任务。Li等[10]提出利用DQN算法实

现无线信号定位的方法，设计一种从无线接收信号

强度中提取信号位置的奖励机制，通过模型训练实

现无线信号定位。Paul等[11]提出一种基于强化学习

的DOA位置估计方法，利用最小二乘法估计信号

源位置，以获得高精度的定位结果。

与传统方法相比，强化学习在动态干扰的低信

噪比环境下表现出更强的鲁棒性和自适应能力[12]。

基于强化学习的定位方法通过建立定位场景的马尔

可夫观测过程，动态优化测向准确性，从而提升定

位精度与效率，表现出良好的定位性能。然而，短

波测向定位系统是一个多智能体协作系统，各站点

根据局部观测信息实时协同决策，传统单智能体强

化学习方法容易忽略智能体间的协作，导致定位效

率受限。

多智能体强化学习（multi-agent reinforcement 

learning，MARL）作为强化学习的研究热点，已

经应用于无人机、物联网等领域[13]。MARL通过

模拟多个智能体之间的协作与竞争，能够有效解决

复杂环境下的决策问题[14]。其中，多智能体近端

策略优化（multi-agent proximal policy optimization，

MAPPO）算法作为一种高效的MARL算法，通过

策略优化和分布式学习，为多智能体系统的协同决

策提供新思路[15]。MAPPO更适用于实时变化环境

下的多目标信号分析任务，可以优化信号接收任

务，具有较强的自主性和适应性。Wang等[16]提出

一种基于多智能体深度强化学习和策略优化的方

法，用于解决多源信号定位问题，并通过智能体之

间的协作实现高精度定位。文献[17]利用基于值分

解的强化学习与补偿滤波的多智能体协同定位算法

解决非线性环境下的定位问题。Alagha等[18]提出

使用MAPPO算法解决目标定位问题，但该算法仅

适用于二维平面的定位问题，无法解决三维空间中

信号的定位问题。

综上所述，现有基于MARL算法的信号检测

与定位方法仍存在以下不足：（1）泛化能力不足，

部分算法仅适用于特定目标的定位，无法在时变的

信号环境中对目标进行定位；（2）短波信号先检测

再定位的两步方法中处理环节较多，在信号实时检

测与定位环节中可能存在检测信号与定位信号不匹

配的问题；（3）部分算法仅研究基于MARL算法

的信号检测或定位的单一方案，尚未综合考虑两

者，因此无法同时实现信号的检测与定位。

针对上述问题，本文基于 MAPPO 算法提出

一种短波信号自主检测与定位方法（MAPPO-

DL）。首先，通过充分利用信号特征的时空分布特

性，对阵列数据进行滤波处理得到时频图。然后，

在时频图基础上构建多智能体强化学习马尔可夫决

策过程，通过智能体对信号进行滤波，同时完成检

测与定位工作，以避免检测与定位信号不匹配问

题。最后，引入定位误差椭圆概率、信号匹配度和

多智能体协作策略设计奖励函数，实现信号高效检

测与实时定位一体化。

1　系统模型

短波信号检测与定位模型如图1所示，短波信

号接收设备接收信号后，将入射信号时域数据进行

快速傅里叶变换（fast Fourier transform，FFT），得

到以时间为横坐标、频率为纵坐标的入射信号时频

图。在时频图上通过滤波检测信号获得信号数据，
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再根据定位算法获得目标位置。另外，以时频图为

输入，利用信号检测算法得到信号类型。

本文将地球建模成半径为等效地球半径的球

体，并在该球体上建立一个忽略高度的地理坐标

系。NR表示北极，目标源和站点位于球体表面，

其坐标用纬度 ρ和经度ω表示。假设地球表面存在

D 个待定位目标，该目标源辐射短波信号。u =

[u1,u2,⋯,uD ]Τ表示D个未知的目标源位置，第d个

目标源的经纬度为ud = [ωd,ρd ]，d ∈{ 1,2,⋯,D } ,第

n个测向站的经纬度为sn = [ωn,ρn ]，n ∈{ 1,2,⋯,N }。

θn ∈ (- π,π ]表示信号源ud到站点 sn的方位角，方位

角在正北方向为0，顺时针方向为正。

每个测向站中包含M个阵元的阵列天线同步

接收信号，设同时有 D 个具有相同中心频率ω0、

波长为 λ的空间窄带平面波（M >D），分别以来向

角θ1,θ2,⋯θD入射该天线阵列，其中θi是第 i个入射

信号的方位角。窄带平面波信号的阵列输出数学模

型矩阵形式为：

X ( t ) = A (θ ) S ( t ) + N ( t ) (1)

其中，X ( t ) = [ x1 ( t ),x2 ( t ),⋯,xM ( t ) ]为阵列输出

矢量，N ( t ) = [ n1 ( t ),n2 ( t ),⋯,nM ( t ) ]为阵列加性

噪声矢量，S ( t ) = [ s1 ( t ),s2 ( t ),⋯sD ( t ) ]为接收信

源矢量，A (θ ) = [a (θ1 ) a (θ2 ) ⋯a (θD )]为阵列流

型矩阵，a (θi ) = [ e-jω0τ1i,e-jω0τ2i,⋯,e-jω0τMi ]T为阵列方

向矢量，ωi为信号 i的中心频率。

对于D个目标源信号的到达角，MUSIC空间

谱估计 P̂MUSIC (θ )可以用噪声子空间UM的特征矢量

Φi(i = D + 1,⋯,M )表示为：

P̂MUSIC (θ ) = aH (θ ) ( )∑
i = D + 1

N

Φ̂iΦ̂
Η
i a (θ ) (2)

根据式(2)计算得到的空间谱，采用谱峰搜索获

得信号来向θ1,θ2,⋯,θD。根据方位角估计结果进行交

叉定位，对所得交点取平均得到目标估计位置 ûd。

在信号检测任务中，以 2GALE、LINK4A、

110A、CLOVER2000和LINK11短波信号为例进行

分析。如图2所示，经过下变频采样设备接收的短

波信号在时频图上的特点各有不同：2GALE 和

LINK4A采用FSK调制方式，其时频图呈现多条间

隔出现的线段；110A采用PSK调制方式，时频图

中有效区域呈矩形；CLOVER2000 的时频图包含

8 条断断续续的斑点；LINK11的特殊帧结构导致

其时频图由哑铃状的矩形组成。因此，通过时频图

即可区分短波特定信号。

在动态变化的信号环境下，基于深度学习的智

能检测算法不仅依赖大规模数据集进行训练，而且

信号间的相互干扰可能导致检测信号与定位信号不

一致，同时还未能实现短波信号的测向与定位一体

化。针对短波多信号动态性强、干扰大的问题，本

文采用基于多智能体的深度强化学习对信号检测与

定位问题进行马尔可夫决策过程（Markov decision 

process，MDP）建模，使智能体能够在信号环境

中自主学习和探索，从而实现短波信号的实时测向

与定位。
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图1　短波信号检测与定位模型
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2　MAPPO-DL

2.1　建立马尔可夫决策过程

本文所提MAPPO-DL方案利用深度强化学习

机制，将短波信号检测与定位过程建模为可观测马

尔可夫决策过程。智能体通过与环境的不断交互试

错，寻找累积奖励最大的策略，从而实现边执行边

学习的自主进化能力。为实现短波信号自主检测和

定位，需要先对入射信号进行滤波处理得到空时时

频图，MAPPO-DL框架如图3所示。

在图 3中，对入射信号时域数据进行FFT，得

到入射信号的空间谱时频图。其次，对每个时间片

数据按频域模型进行MUSIC测向处理，记录每个

时频点对应的测向结果，形成每个时间片数据的空

间谱测向结果[19]。在基于时频图的多智能体信号

检测与定位环境中，多个测向站点同步接收信号。

以下分别对该强化学习马尔可夫过程的动作、状态

与奖励设计进行阐述。

2.1.1　动作

动作指智能体根据当前状态为达到目标做出的

决策。智能体指做动作的主体，在MAPPO-DL环

境中自适应滤波窗即智能体，智能体的长度为w，

宽度为h。为使智能体能够快速准确选择信号并完

成检测与定位，考虑设计离散动作 xi
t和连续动作 yi

t

相结合的混合动作，则多智能体环境中的动作空

间为：

At = [a1
t ,a2

t ,⋯,an
t ] (3)

其中，ai
t = [ xi

t,y
i
t ]

Τ
，离散动作 xi

t 为滤波窗移动方

向，主要包括上、下、左、右、左上、左下、右上

和右下 8 个方向，左上、左下、右上和右下均为

45°方向；连续动作 yi
t = [wi

t,h
i
t ]为自适应滤波窗的

尺度变换。
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图2　5类短波信号时频图
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2.1.2　状态

在信号智能检测与定位环境中，t时刻的全局

状态 st为接收信号的时频图。智能体 i的局部观测

状态为其周围 (2wmax,2hmax )大小的图像 oi
t，使滤波

窗智能体能更好地检测执行动作后的环境变化。因

此，总体观测状态空间为：

Ot = [o1
t ,o2

t ,⋯,on
t ] (4)

2.1.3　奖励

（1）定位奖励

在短波空间谱测向过程中，测向的准确度与

智能体所选信号的信噪比呈正相关，即信噪比越

高，测向精度越高；反之越低。在任意多个观测

站条件下同步测向交会定位时，将测向站经纬度

转换为地心地固坐标。考虑利用N个测向站对地

球表面的短波辐射源进行定位，第 n 个测向站的

经纬度为 (ωn,ρn )，则该测向站的地心地固坐

标为：

sn =

é

ë

ê

ê
êêê

ê

ê

ê ù

û

ú

ú
úúú

ú

ú

úμn cos ( ρn ) cos (ωn )

μn cos ( ρn ) sin (ωn )

μn sin ( ρn )
(5)

其中， 1 ≤ n ≤ N， μn =
Re

1 - (sin ( ρn ) )2
， Re = 

6 378.160 km为地球等效半径。该测向站对应的坐

标转换矩阵为：

Tn =

é

ë

ê

ê
êêê
ê

ê

ê ù

û

ú

ú
úúú
ú

ú

ú-sin (ωn ) cos (ωn ) 0

-cos (ωn ) sin ( ρn ) -sin (ωn ) sin ( ρn ) cos ( ρn )

cos (ωn ) cos ( ρn ) sin (ωn ) cos ( ρn ) sin ( ρn )

=

é

ë

ê

ê

ê
êê
ê

ê

ê ù

û

ú

ú

ú
úú
ú

ú

úaT
n

bT
n

cT
n

(6)

其中，1 ≤ n ≤ N。假设第d个短波信号源的经纬度

为(ωd,ρd )，则该短波辐射源的地心地固坐标为：

ud =

é

ë

ê

ê
êêê
ê

ê

ê ù

û

ú

ú
úúú
ú

ú

úμd cos ( ρd ) cos (ωd )

μd cos ( ρd ) sin (ωd )

μd sin ( ρd )
(7)

其中，μd =
Re

1 - e2 (sin ( ρd ) )2
。

根据各测向站对目标测得的测向角度θi，求得

N条沿地球表面的曲线，交叉定位形成C2
N 个目标

估计点 ûd = é
ëû

1
d,û2

d,⋯,ûC 2
N

d
ù
û。假设目标估计误差服

从零均值高斯分布，协方差矩阵为 Ruu = E[ (ûd -
ud ) ( ûd - ud )Τ ]，则目标估计的概率密度函数为：

pûd
(ξ ) = (2π )

- n
2 (det [ Ruu ])

- 1
2 ⋅

exp
ì
í
î
- (ξ - ûd )ΤR-1

uu (ξ - ûd )
2

ü
ý
þ

(8)

其中，n表示ud的维数。概率密度的等值曲线可描

述为：

(ξ - ud )ΤR-1
uu (ξ - ud ) = κ (9)

其中，κ为任意正常数，由此可以确定曲线表面所

包围的 n维区域大小。本文设置 n=3，其表面为椭

圆体。

目标估计值 ûd位于椭圆体内部的概率为：

Pr (κ ) = ∬
Ω

⋯∫ pûd
(ξ )dξ1 dξ2⋯dξn (10)

其中，积分区域Ω = {ξ| (ξ - ud )ΤR-1
uu (ξ - ud ) ≤ κ}。

为将多重积分转换为单重积分，引入向量 ν = ξ -
ud，则式(10)转换为：

Pr (κ ) = η ⋅ ∬
Ω1

⋯∫exp
ì
í
î
- νΤR-1

uuν
2

ü
ý
þ

dν1 dν2⋯dνn  (11)

其中， η = (2π )
- n

2 (det [ Ruu ])
- 1

2，积分区域 Ω1 =

{ν|νΤR-1
uuν ≤ κ}。由于R-1

uu是正定矩阵，那么一定存

在正交矩阵U满足：

U ΤR-1
uuU = Σ-1 ⇔ R-1

uu = UΣ-1U Τ (12)

根据椭圆体体积证明过程[20]，得到：

Pr (κ ) = erf ( )κ2 - 2κ
π
⋅ exp{ - κ2 } (13)

其中，erf (⋅) 为误差函数，定义为 erf ( x ) =
2

π
⋅

∫
0

x

exp ( - t2 )dt。

下面进行定位误差椭圆概率有效性分析，假设

5个测向站的经纬度坐标分别为(116.47°E, 39.72°N)

(125.52° E, 44.24° N) (113.55° E, 23.23° N) (119.49° E, 

39.38°N)和(121.53°E, 31.46°N)，目标位置(134°E, 

28°N)。测向站测向误差 σθ服从零均值高斯分布，

设 σθ分别为 0.3°、0.7°和 1.0°，采用交叉定位方式
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求得目标估计位置，将交点平均值 ūd 替代目标真

实值ud进行2 000次蒙特卡罗仿真实验，则误差椭

圆概率为：

Pr (κ ) = Pr [ (ûd - ūd )ΤR-1
uu (ûd - ūd )] (14)

如图 4所示，误差椭圆概率随着参数 κ的增大

而增大，仿真值与理论值具有良好的一致性，从而

验证理论分析的有效性。由此可以得出，误差椭圆

概率越大，则定位精度越低；误差椭圆概率越小，

则定位精度越高。因此，t时刻第 i个智能体对信号

定位的奖励为：

r i
t1 = 100 × (1 - Pr (κ ) ) (15)

（2）检测奖励

在信号检测任务中，考虑2GALE、110A、CL-

OVER2000、LINK4A和LINK11短波信号。需要说

明的是，本文构造的检测奖励模型可根据信号类型

的增加进行扩展，为便于表述，此处以5类短波信号

为例。如图5所示，采用双塔网络计算信号类型匹配

度。该网络由两个相同的子网组成，两个网络共享

权重，以确保提取的特征具有一致性。第一个子网

的输入为智能体当前状态；第二个子网的输入为5类

短波信号的时频图，经过卷积层、池化层等特征提

取模块后，得到特征向量v1和vi
2。随后，计算两个

向量的余弦相似度作为匹配度，并取匹配度的最大

值作为智能体 i的检测奖励r i
t2，具体为：

r i
t2 = max

v1vi
2

|v1| ⋅ |vi
2|

(16)

（3）协作奖励

为避免智能体对信号的重复检测与定位，设 t

时刻信号 j 被标记为检测定位已完成的状态为

Hj ( t ) = 1，此时智能体 i对信号 j不再进行信号检

测与定位，否则Hj ( t ) = 0。为实现多智能体协作，

智能体 i在确认信号 j未被其他智能体检测时，可以

获得额外协作奖励 r i
t3。

另外，为保证智能体移动的有效性，对智能体

i的每次移动增加移动惩罚 r i
t4。综上所述，t时刻第

i个智能体奖励为：

r i
t =∑

i = 1

N

δr i
t1 + (1 - δ )r i

t2 + r i
t3 + r i

t4 (17)

其中，δ ∈ [ 0,1]为定位奖励权重。因此，多智能体

环境中的总奖励为Rt = [ r 1
t ,r 2

t ,⋯,r n
t ]。

2.2　算法结构

MAPPO-DL通过扩展 PPO的框架，结合集中

训练与分布执行模式，有效解决多智能体协作或竞

争问题。如图 6所示，在MAPPO-DL算法的实现
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中，每个智能体需要训练两个网络，即Actor网络

和Critic网络。Actor网络根据贝尔曼方程得到动作

价值函数Q (oi
t,a

i
t )，并学习一个从观测 oi

t到动作 ai
t

的映射函数，记为：

Q (oi
t,a

i
t ) = E é

ë

ê
êê
êr i

t + γ max
ai

t

Q (oi
t + 1,ai

t + 1 )|oi
t,a

i
t

ù

û

ú
úú
ú   (18)

其中，γ为折扣回报率。Critic网络的目标是学习一

个从观测空间Ot到价值的映射函数Vϕ (Ot )，记为：

Vϕ(Ot ) = E[ r i
t + γVϕ (Ot + 1 )|Ot ] (19)

在MAPPO-DL中，每个智能体 i的策略由Actor

网络决定，Actor网络更新基于以下目标函数，记为：

Li ( λi )=E[min (bi
t ( λi ) Ai

t, clip (bi
t ( λi ),1 - ε,1 + ε ) Ai

t )]
(20)

其中，bi
t ( λi ) =

πλi
(ai

t|o
i
t )

πλi,old
(ai

t|o
i
t )
，ε为裁剪率，clip ( x,l,r ) = 

max ( min ( x,r ),l )，即把 x 限制在 [ l,r ]内。在短波

检测与定位这一特定场景下，策略梯度更新幅度过

大，会导致学习过程不稳定。通过引入裁剪机制，

控制新旧参数之间的差异大小，在信任域内搜索最

优策略，从而提升训练稳定性。Ai
t由集中式Critic

网络计算，Critic网络输入为全局状态Ot，输出为

全局优势值，记为：

Ai
t = Q (oi

t,a
i
t ) - Vϕ (Ot ),at ∼ π (at,ot ),

ot + 1~P (ot + 1|ot,at ) (21)

其中，P (ot + 1|ot,at )为状态转移概率。另外，为防

止智能体陷入次优策略，在Actor网络的损失函数

Li ( λi )中加入策略熵项，并乘以系数μ，记为：

L′( λi ) = L ( λi ) - μ∑
at

πλi
(ai

t|o
i
t )lg (πλi

(ai
t|o

i
t ) )  (22)

Critic网络Vϕ通过最小化均方误差更新目标函

数，具体为：

L (ϕ ) = E[ (r i
t + γVϕ (Ot + 1 ) - Vϕ (Ot ) )2 ] (23)

MAPPO-DL使用卷积网络处理时频图像数据，

在时间维度上保留动态特征。MAPPO- DL 算法的

Actor 网络基于局部观测 oi
t 生成动作 ai

t，如图 7所

示；Critic 网络利用全局状态 st 优化价值估计 Vϕ，

如图8所示。在执行时，各智能体仅依赖局部观测

独立决策。连续动作部分输出均值向量，离散动作

部分输出多个动作的概率分布。
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2.3　算法流程

算法 1 给出了 MAPPO-DL 算法流程。具体来

说，MAPPO-DL算法先对Actor网络和Critic网络

的参数进行初始化，以缓解训练初期可能出现的梯

度消失或爆炸等问题。

算法1 MAPPO-DL

输入 短波信号检测与定位时频图环境

输出 信号估计类型Z，估计位置 ûd

1) 初始化经验回放池 B，初始化 Critic 网络

Vϕ (a1,a2,⋯,aN )的参数 ϕ，初始化每个智能

体Actor网络 πλi
(oi

t )的参数 λi，初始化目标

Critic网络V ′ϕ (a1,a2,⋯,aN )的参数ϕ。设置裁

剪率 ε，Actor 网络学习率 α，Critic 网络学

习率β

2)    for EP =1: E do

3)            滤波窗智能体和目标信号随机初始位

置，获得初始观测状态 s0和各智能体

观测{ o1
0,o2

0,⋯,oN
0 }

4)            for SP =1: T do

5)                  每个智能体根据局部观测状态 oi
t，

依据Actor网络πλi
(oi

t )选择动作ai
t

6)                  执行动作at = { a1
t ,a2

t ,⋯,aN
t }

7)                  依据选中时频图MUSIC测向结果

θi 计算定位奖励 r i
t1，并得到信号

估计位置 ûd

8)                  根据信号类型检测结果Z计算 r i
t2，

得到总奖励 r i
t，并获得新的智能

体观测oi
t + 1

9)                  计算广义优势估计 Ai
t = Rt + γVϕ 

( st + 1 ) - Vϕ ( st )

10)                将(Ot,At,Rt,Ot + 1 )存储至经验回放

池B

11)                计 算 Critic 网 络 损 失 L (ϕ ) =

E[ ( Rt + γVϕ ( st + 1 ) - Vϕ ( st ) )2 ]
12)                计 算 Actor 网 络 损 失 Li ( λi ) =

[Emin (bi,t ( λi ) Ai,t, clip (bi,t ( λi ), 

]1 - ε,1 + ε ) Ai,t )

13)                更新 Actor 网络参数 λi ← Adam 
( λi,∇λi

Li ( λi ) )

14)                更新 Critic 网络参数 ϕ ← Adam 

(ϕ,∇ϕL (ϕ ) )

15)                更新目标 Critic 网络 ϕ′← τ × ϕ +

(1 - τ ) × ϕ

16)             end for

17)   end for

在训练阶段，N个智能体在每回合迭代中收集

长度为T的步长。智能体 i根据测向时频图数据获

取局部观测 oi
t，依据Actor网络选择动作 ai

t，实现

智能体与环境的交互。随后，每个智能体在交互过

程中获取并存储观测状态、动作、即时奖励、下一

状态，记作(Ot,At,Rt,Ot + 1 )。

基于收集的经验回放数据集，采用广义优势估

计方法估算优势函数Ai
t，并利用值归一化方法计算

归一化的值函数Vϕ。最后，Actor网络与Critic网络

均采用Adam优化器进行参数更新，同时配合梯度

裁剪与衰减学习率，其中梯度更新的幅度由参数 τ

限定，以避免梯度爆炸问题。训练过程持续进行，

直至完成预定的训练轮次E。

2.4　算法性能分析

在MAPPO算法中，采用裁剪操作限制策略梯

度更新幅度。由于采用裁剪操作，MAPPO区别于

传统信赖域策略优化中使用的库尔贝克−莱布勒

（Kullback-Leibler，KL）散度约束，从而显著提升

算法的灵活性[21-22]。设 πλ 表示一个随机策略，

MAPPO通过裁剪Aπλ
来保证 πλold

和 πλnew
之间的差异

在合理范围内。因此，MAPPO-DL的目标函数为：

J ( λ ) = Eπλold

é

ë

ê
êê
ê
ê
ê
min

ì
í
î

ïï

ïï

πλnew

πλold

Aλold
, clip1 + ε

1 - ε( πλnew

πλold ) Aλold

ü
ý
þ

ïïïï

ïï

ù

û

ú
úú
ú
ú
ú
 (24)

（1）收敛性分析

验证MAPPO-DL的学习收敛性能，即验证当

满足裁剪操作中的分布约束时，MAPPO中策略更

新的结果与初始策略梯度方法的结果之间存在约束

变化，表示为：

1 - ε ≤ πλnew

πλold

≤ 1 + ε (25)

设Pπ为折扣访问频率，记为：

Pπ ( s ) = P ( s0 = s ) + γP ( s1 = s ) + γ2 P ( s2 = s ) + ⋯
(26)

其中，P ( si = s )表示在采样轨迹的第 i个时刻遇到

状态 s的概率。为了表示新的策略 πλnew
预期价值收

益相对旧的策略πλold
优势，则有：
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V (πλnew
) = V (πλold

) + Es0,a0,⋯,πλnew

é

ë
ê
êê
ê∑

t = 0

∞

γt Aπλold

( st,at )
ù

û
ú
úú
ú =

V (πλold
) +∑

s

Pπλnew

( s )∑
a

πλnew
(a|s ) Aπλold

( s,a ) (27)

综上所述，如果策略更新πλold
→ πλnew

在每个状

态 s 下都能带来正向的价值期望，即∑πλnew
(a|s ) 

Aπλold

( s,a ) ≥ 0，则策略价值函数 Vϕ不会下降。然

而，在近似过程中，由于存在估计和近似误差，通

常不可避免地存在某些状态 s，使得这些状态的价

值期望为负，即∑πλnew
(a|s ) Aπλold

( s,a ) < 0。由于

Pπλ
( s )对πλnew

的相互依赖，直接优化式(24)较困难。

因此，考虑引入局部近似方法：

Gπλold

(πλnew
) = V (πλold

) +

∑
s

Pπλold

( s )∑
a

πλnew
(a|s ) Aπλold

( s,a ) (28)

其中，使用 πλold
代替 πλnew

。在此基础上，定理 1给

出策略价值函数Vϕ改进的下界。

定理1 通过调整MAPPO策略更新过程中πλnew

和πλold
之间的差异，改进的Vϕ下界表示为：

Gπλold

(πλnew
) - V (πλold

) ≥ 4γρ

(1 - γ )2
α2 (29)

其中，α为分歧的概率，ρ = max | Aπλ
( s,a ) |，具体

证明如附录1所示。

（2）计算复杂度分析

设环境中存在N个智能体滤波窗，每个智能体

的Actor网络和Critic网络均为卷积神经网络（con‐

volutional neural network，CNN），网络层数为 L，

卷积核大小固定，每层输出通道数为Cl，输入时频

图尺寸为 H × W。 CNN 的浮点运算次数约为

O (∑
l = 1

L

Cl - 1 ⋅ k2 ⋅ Hl ⋅ Wl )，其中 k 为卷积核大小，

Hl,Wl为第 l层特征图尺寸。由于采用全卷积结构，

计算量与输入图像尺寸近似呈线性关系，记为

O (F ( H,W ) )。

每个智能体需完成一次 Actor 前向、Critic 前

向、优势估计、Critic反向传播。其中，Critic反向

传播计算量为Critic前向的 2~3倍，因此单智能体

单步训练时间复杂度为O (F ( H,W ) )。

由于MAPPO-DL中多智能体共享网络参数，N个

智能体在同一环境步内的计算可并行，故单步总时

间复杂度仍为O (F ( H,W ) )，与N无关。训练需经

历E个回合，每回合最大步长为T，总时间复杂度

为O ( E ⋅ T ⋅ F ( H,W ) )。

3　仿真实验及结果分析

3.1　仿真环境设置

本文实验通过模拟产生5类短波信号，并添加

噪声，然后进行FFT处理得到时频图。在信号产生

阶段，设定时频图持续时间为 4 s，信号持续时间

为 100~500 ms，符号速率 fb为 2 400~4 800 Bd，采

样频率 fs为 120 kHz，FFT点数NFFT为 1 024，载波

频率 fc为25 kHz。为抑制码间串扰并提高频谱利用

率，采用平方根升余弦滚降滤波器进行脉冲成型，

余弦滚降系数α为0.8，信号带宽B为4.32~8.64 kHz，

信噪比范围为5~25 dB。

强化学习环境为随机信噪比的时频图，并在其

上添加2~6个随机分布的短波信号。每张时频图中

短波信号的类型、信噪比、带宽、幅度和符号速率

等参数均在特定范围内随机变化。时频图大小固定

为 400×300，利用 pygame 创建时频图强化学习环

境，并随机生成矩形滤波窗作为智能体。信号参数

和强化学习环境设置如表1所示。

站点与目标均在(10°N, 100°E)×(40°N, 140°E)

的地理区域内选取。环境依赖关系根据第3节所述

进行 MDP 建模。本文实验采用 torch1.13.0，计算

机显卡配置为NVIDIA GeForce RTX A5000。在训

练时，每回合随机初始智能体和信号位置，时频图

上的不同信号代表不同的目标。

  表1　 信号参数和强化学习环境设置

参数

信号符号速率 fb/Bd

采样频率 fs/kHz

余弦滚降系数α

信号带宽B/kHz

信号信噪比SNR/dB

取值

2 400~4 800

120

0.8

4.32~8.64

5~25

参数

最大信号持续时间 ts/ms

智能体的最大宽度wmax

智能体的最小宽度wmin

智能体的最大高度hmax

智能体的最小高度hmin

取值

100~500

100

10

100

5
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另外，需要对奖励函数中的超参数 δ进行取

值测试，以保证本文算法的最佳检测效果与定位

性能。图 9展示了奖励值随 δ的变化情况。从图 9

可以看出，当 δ=0.7时，定位奖励、检测奖励、协

作奖励和综合奖励值最大。因此，在后续实验中，

为获得更好的训练效果，考虑δ取值为0.7。

3.2　基线算法

为验证本文MAPPO-DL算法与所设计奖励函

数的有效性，本文分别采用4种MARL基线算法进

行对比，分别是多智能体深度确定性策略梯度

（multi-agent deep deterministic policy gradient，

MADDPG）算法[23]、基于注意力机制的多智能体

演员评论家（multi-actor-attention-critic，MAAC）

算法[24]、查询−策略对齐（query-policy alignment，

QPA）算法[25]和近端策略探索（proximal policy ex‐

ploration，PPE）算法[26]。

为进一步验证本文所提MAPPO-DL算法对短

波信号检测与定位的有效性，设计3种算法对检测

与定位模块进行测试，具体如下。

（1）基于目标检测的多智能体深度强化学习

（MAPPO-D）：奖励函数只考虑目标检测结果，即

定位奖励权重δ = 0。

（2）基于目标定位的多智能体深度强化学习

（MAPPO-L）：奖励函数只考虑目标信号定位结果，

即定位奖励权重δ = 1。

（3）基于目标检测与定位的单智能体深度强化

学习（PPO-DL）：算法中只有一个智能体，奖励函

数同时考虑目标信号检测和定位情况。

本文算法与基线算法训练过程的参数设置如

表 2所示。

3.3　训练结果对比

图 10对比了MAPPO-DL算法与其他MARL算

法的收敛性曲线和平均检测定位时间曲线，其中阴

影部分表示训练结果的标准差。
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图9　各奖励值随δ变化情况

  表2　 强化学习训练参数设置

参数

折扣回报率 γ

裁剪率 ε

价值网络学习率α

策略网络学习率β

经验回放池大小B

回合数E

执行最大步长T

协作奖励 r i
t3

移动惩罚 r i
t4

取值

0.95

0.2
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图 10　不同MARL算法训练结果对比
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从图 10(a)可以看出，MAPPO-DL算法收敛后

的平均回报最高，且收敛速度较快。由图 10(b)可

以看出，MAPPO-DL算法收敛后的平均检测定位

时间最短，且训练过程更稳定。MADDPG 和

MAAC都是离线更新算法，在多智能体信号检测

与定位环境训练中收敛速度较慢，收敛后的平均奖

励也低于本文算法。QPA算法更专注于在当前策略

分布内学习奖励，但依赖于人类反馈。PPE算法虽

然可扩展在缺乏采样的策略近端区域的探索范围，

但它对经验缓冲区的要求更高。

图11展示了MAPPO-DL、MAPPO-D、MAPPO-L

和PPO-DL算法的收敛性曲线和平均检测定位时间

曲线。

从图11(a)可以看出，4种强化学习算法均能在

多次训练后收敛。从收敛后平均回报来看，

MAPPO-DL算法收敛后的平均回报最大，其次是

PPO-DL算法，原因在于 PPO-DL算法的奖励函数

考虑了目标信号检测和定位情况；MAPPO-D 和

MAPPO-L收敛后的平均回报基本一致。从收敛速

度来看，4 种算法的收敛速度相当，但仍可看出

MAPPO-D 和 MAPPO-L 收敛速度较快，MAPPO-

DL收敛速度较慢，原因在于多智能体之间的协作

影响收敛速度。同时，裁剪操作保证策略更新，使

奖励曲线较平滑，避免出现振荡。

从图 11(b)可以看出，多智能体算法检测定位

时间均比单智能体算法短，MAPPO算法的波动较

小。PPO-DL 算法的检测定位时间较长且波动较

大，原因在于单智能体强化学习在处理多目标问题

时，需要在时频图上逐一寻找信号，再完成检测与

定位工作。

多智能体强化学习方法中的协作策略可以有效

共享智能体之间的信息，进一步协调智能体的动

作。因此，MAPPO-DL能有效克服单智能体深度

强化学习算法的局限。

4　模型性能测试

在完成深度强化学习算法训练后，选择

MAPPO-DL和基线算法第5 000步训练得到的策略

网络参数作为测试初始模型，在不同多目标场景下

进行500次信号检测与定位，对比分析目标的定位

时间、目标检测率和定位误差。

4.1　关于信号检测与定位时间的性能测试

图 12展示不同算法测试时间和测试平均奖励

的变化。在测试集上运行500次，记录从输入时频

图到输出检测定位结果的平均时间。如表 3所示，

MAPPO-DL由于采用并行计算与参数共享，单步

训练时间低于 MADDPG、MAAC、QPA、PPE 等

独立更新算法，收敛总时间虽然略高于MAPPO-D

和MAPPO-L，但测试时间明显低于其他算法。 

  表3　 不同算法信号检测与定位时间

算法

MAPPO-DL

MAPPO-L
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单步训练时间/ms
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图 11　不同算法在不同模块的训练结果对比
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从测试时间可以看出，图 12(c)中MAPPO-DL

算法的测试时间最短，平均测试时间为 0.02 s；

图 12(d)中 PPO-DL算法的测试时间最长；图 12(a)

中MAPPO-L算法与图 12(b)中MAPPO-D算法的定

位时间相当，平均测试时间为0.13 s。

同样，单智能体的PPO-DL算法在处理多信号

检测与定位问题时，需要逐一进行测试，导致信号

检测与定位的时间较长，平均测试时间为 0.15 s。

因此，MAPPO-DL平均测试时间约为0.02 s，该算

法将信号检测与定位时间平均缩短了 0.12 s。相较

于其他多智能体算法，MAPPO-DL算法的性能更

优，满足短波信号实时检测需求。

从测试平均奖励来看，4种算法的测试平均奖

励均保持相对稳定，这说明保存的算法模型已得到

稳定训练。相较于单智能体强化学习方法，多智能

体强化学习方法无须逐一检测信号，通过智能体之

间的协作可完成多目标的实时检测与定位工作。

4.2　关于定位误差的性能测试

在进行定位误差测试时，考虑使用的测向站点

与目标经纬度坐标如表4所示。测向站与目标相对

位置如图 13所示，假设使用 3个场景测试定位误

差，具体如下。 

  表4　 测向站点与目标经纬度坐标

站点和目标

站点1

站点2

站点3

站点4

站点5

目标1

目标2

目标3

目标4

目标5

目标6

目标7

经度

117.00°

106.82°

104.95°

118.18°

124.17°

103.40°

97.40°

101.40°

95.70°

98.57°

92.82°

96.50°

纬度

36.30°

14.75°

43.10°

25.54°

43.05°

34.69°

35.42°

32.69°

33.32°

30.26°

31.54°

28.45°
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（1）场景1：5个测向站和2个目标，测向站为

1、2、3、4和5，目标选择目标1和目标2。

（2）场景2：5个测向站和2个目标，测向站为

1、2、3、4和5，目标选择目标3和目标4。

（3）场景3：5个测向站和3个目标，测向站为

1、2、3、4和5，目标选择目标5、目标6和目标7。

为进一步突出多智能体的协作优势，4.2节仅

使用MAPPO-DL网络模型在 3种场景下进行定位

性能测试。由于目标定位结果以各个测向站交点平

均值作为目标估计值，因此目标定位结果依赖于

MUSIC算法的测向精度。进一步地，目标定位精

度与信号信噪比成正比。因此，采用均方根误差

（root mean square error，RMSE）来对比算法对目

标的定位性能，计算式为：

RMSE (uk ) =
1
K∑k = 1

K

 ûk - uk

2

2

(30)

其中，K=2 000为蒙特卡罗次数，ûk为第 k次测试

中目标位置的估计值，uk为目标位置的真实值。

图14展示了3种场景下各目标的定位误差随信

噪比的变化。从图 14可以看出，随着信噪比的增

加，定位误差逐渐减小。在图 14(a)所示的场景 1

中，低信噪比时目标 1的定位误差大于目标 2，高

信噪比时两者的定位误差相当。在图 14(b)所示的

场景2中，低信噪比时目标3的定位误差小于目标4。

在图14(c)所示的场景3中，低信噪比时目标6的定

位误差最大，目标5的定位误差最小，高信噪比时

三者的定位误差相当。

因此，MAPPO-DL算法能适应动态信号环境，

具有较好的稳健性。通过以上分析可以得出，奖励

函数中定位误差椭圆概率的设计可以有效引导智能

体学习较高定位精度的最优策略。

进一步分析目标与测向站的平均距离对

MAPPO-DL算法的影响，图 15展示了 7个目标与

5 个测向站之间的平均距离，目标 1、3、5和 7与

测向站之间的平均距离较大，目标2、4和6与测向

站之间的平均距离较小。另外，图15还对比了7个

目标的RMSE，可以看出，当信噪比为−10 dB时，

目标 2、4和 6的RMSE明显大于目标 1、3、5、7；

当信噪比为10 dB时，目标2、4和6的RMSE与目

标 1、3、5、7相差较小。随着目标与测向站的平

均距离增大，RMSE逐渐增大，且低信噪比时的变

化趋势比高信噪比时明显。因此，在低信噪比时，

MAPPO-DL的定位精度对目标与测向站的远近较

敏感。

1

2

3

4

5

7

2
6 34 1

5

6(
)?C 40° N  

 30° N  

 20° N  

 10° N  

 140° E
 130° E 120° E 110° E 100° E

  90° E

图13　测向站与目标相对位置
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假设目标 1、3、5、7的位置点构成某一移动

目标A的轨迹，目标2、4和6构成另一移动目标B

的轨迹，图16(a)和图16(b)分别展示目标A和目标B

的轨迹在不同测向误差下本文算法与 TWLS 算

法[1]、ICWLS 算法[27]的 RMSE 以及克拉美罗下界

（Cramer-Rao lower bound，CRLB）的变化。从图16

可以看出，本文所提MAPPO-DL算法的RMSE比

其他两种传统方法更小，与CRLB更接近。通过上

述实验，验证了本文算法在信号时变条件下的检测

与定位鲁棒性。

4.3　关于多目标检测与定位准确率的性能测试

多目标检测与定位准确率可以反映算法的检测

正确率和定位精度，目标检测与定位准确率Pl 定

义为：

Pl =
NDL

N
(31)

其中，N = 500为测试样本数，NDL 为检测与定位

成功的样本数。

为全面评估MAPPO-DL算法在不同信噪比条件

下的定位精度，固定 σθ = 0.5°，采用平均精度均值

（mean average precision，mAP）[28]评价目标检测与

定位精度。设置多个定位误差阈值，并计算各阈值下

的定位准确率，取其平均值作为综合定位精度指标。

如图 17所示，当定位误差阈值大于 25 km时，

mAP大于0.8。因此，当目标定位误差小于25 km时

判定为定位成功。需要说明的是，短波定位的相对

误差通常小于3%，即满足短波定位需求[4,29]。在本

文实验场景中，测向站与目标之间的平均距离为

2 015.08 km，所采用的阈值为25 km，误差阈值在该

距离上的相对误差为1.24%，满足短波定位需求。 

图18对比了训练前后模型对不同目标数量下的

目标检测与定位准确率。图18(a)展示了训练前4种

算法在不同目标数量下的检测率均较低，说明深度

强化学习模型在与环境交互之前未学到策略，只能

随机输出结果。图18(b)展示了训练后模型对不同目

标数量的目标检测与定位准确率，MAPPO-DL的目
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标检测与定位准确率最高，达到 92%，其次是

MAPPO-D的目标检测与定位准确率为70%，PPO-

DL的目标检测与定位准确率为62%，MAPPO-L的

目标检测与定位准确率仅为 40%。主要原因在于

MAPPO-L算法在训练时未考虑目标检测结果的约

束，因此，测试时对信号检测的表现较差。

相较于目标检测与定位准确率最佳的基线算

法，MAPPO-DL算法的目标检测与定位准确率提

升了22%。目标检测与定位准确率的提升有效验证

了信号匹配度奖励机制能够通过强化特征提取网

络，实现对正确信号的检测。

4.4　关于多目标检测与定位可扩展性分析

本节旨在探究算法在更大规模协作场景下的扩

展性，分别设置不同智能体数量，固定不同目标数

量，训练至收敛，并测试模型的目标检测与定位准

确率。如图19所示，由于采用集中训练与分布式执

行，随着目标数量的增加，目标检测与定位准确率

逐渐下降。本文所提MAPPO-DL算法的目标检测与

定位准确率明显高于其他MARL算法，MAPPO-DL

的策略熵能够防止训练进入次优策略，增加了算法

的可扩展性。然而，当目标数量超过 8 个时，

MADRL算法的性能会由于维度灾难而显著下降，

主要原因是Critic网络直接拼接所有智能体观测的

方式在高维输入下难以有效区分各智能体的贡献。

为缓解上述问题，考虑在MAPPO-DL的Critic

网络中引入多头注意力机制，称为 MAPPO-DLA

（MAPPO-DL with attention mechanism）。通过自适

应学习不同智能体观测的权重，更有效地提取协作

信息，缓解维度灾难带来的性能瓶颈。而MAPPO-

DLA在10个目标的场景下，比MAPPO-DL的准确

率提升了约 4%，可以有效抑制冗余信息干扰。因

此，在基于强化学习的短波定位工作中引入注意力

机制可以作为未来工作的重要方向之一。

5　结束语

本文提出一种基于MAPPO的短波信号自主检

测与定位方法，通过设计多智能体强化学习环境，

运用深度强化学习算法探索试错，模拟短波信号

自主检测与定位工作。MAPPO-DL可以快速实现

目标的测向定位，在保持高检测定位精度的同时，

具备较低的计算开销与良好的可扩展性，对后续

精准定位目标具有一定参考价值。在仿真阶段测

试MAPPO-DL方案的实时性和有效性，该方法基

于深度强化学习，不依赖大量人工标注，能够实

现在线多回合自主学习。在未来工作中，将继续

研究基于深度强化学习的目标跟踪与轨迹分选

任务。
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附录1　定理1证明

设 D = (1 + γPπλold

+ (γPπλold ) 2

+ …) = (1 - γPπλold )-1

， D͂ =

(1 + γPπλnew

+ (γPπλnew ) 2

+ …) = (1 - γPπλnew )-1

，约定状态空间

的密度 χ是一个向量，状态空间上的奖励函数 r是一个对偶

向量，即向量上的线性泛函数。因此，rχ是一个标量，表

示在密度 χ下的期望奖励，则 V (πλold ) = rDχ0，V (  πλnew ) =

cD͂χ0。设Δ = Pπλnew

- Pπλold

，V (  πλnew ) - V (πλold ) = r ( D͂ - D) χ0

进行界定，需要从一些标准的扰动理论进行推导，得到：

D-1 - D͂-1 = (1 - γPπλold ) - (1 - γPπλnew ) = γΔ (32)

将式(32)左乘D，右乘 D͂，得到：

D͂ - D = γDΔD͂ ⇒ D͂ = D + γDΔD͂ (33)

将式(33)右侧代入 D͂得到：

D͂ = D + γDΔD + γ2 DΔDΔD͂ (34)

最终得到：

V (πλnew ) - V (πλold ) = r ( D͂ - D) χ =

γrDΔDχ0 + γ2rDΔDD͂χ0
(35)

首先，考虑主导项 γrDΔDχ0。显然，rD = v，即无穷远

状态值函数，同时 Dχ0 = χπ。因此，可以得出 γcDΔDχ0 =

γvΔχπ。下面将证明该表达式等于期望的优势 Lπ(  πλnew ) -
Lπ(πλold )，具体为：

Lπ(πλnew ) - Lπ(πλold ) =

∑
s

χπ(s)∑
a
( )πλnew

( )a | s - πλold
( )a | s Aπ( s,a) =

∑
s

χπ(s)∑
a
( )πθ( )a | s - π

θ͂( )a | s ·

é

ë

ê
êê
êr (s) +∑

s′
p (s′| s,a ) γv (s′) - v (s)ù

û

ú
úú
ú =

∑
s

χπ(s)∑
s′
∑

a
( )πλold

( )a | s - πλnew
( )a | s

p (s′| s,a ) γv (s′) =

∑
s

χπ(s)∑
s′
( )pπ( )s′| s - pπλnew

( )s′| s γv (s′) = γvΔχπ (36)

然后，对 O (Δ2 ) 项 γ2rDΔDΔπλnew
χ 进行界定。考虑

γrDΔ = γvΔ和对偶向量的分量 s，则有：

|
| (γvΔ) s

|
| =

|

|

|
||
|∑

a
( )πλnew

( )s,a - πλold
( )s,a Qπ( s,a)

|

|

|
||
|
=

|

|

|
||
|∑

a
( )πλnew

( )s,a - πλold
( )s,a Aπ( s,a)

|

|

|
||
| ≤

∑
a

|
|

|
| πλnew

( )s,a - πλold
( )s,a ⋅ max

a
| Aπ( s,a) | ≤ 2αρ (37)

其 中 ， 最 后 一 步 采 用 总 变 差 散 度 的 定 义 以 及 ρ =

max | Aπ( s,a) |的定义，α为不同意概率，通过 ℓ1算子范数对

另一部分DΔD͂χ进行有界处理，记为：

||A||1 = sup
ρ

ì
í
î

ü
ý
þ

||Aχ||1
||χ||1

 (38)

由于 ||D||1 = ||D͂||1 =
1

1 - γ和 ||Δ||1 = 2α，依此可得：

||DΔD͂χ||1 ≤ ||D||1||Δ||1|| D͂||1||χ||1 ==
1

1 - γ ⋅ 2α ⋅ 1
1 - γ ⋅ 1 (39)

因此，最终证得：

γ2| rDΔDΔD͂χ | ≤ γ||γrDΔ||∞||DΔD͂χ||1 ≤
γ||vΔ||∞||DΔD͂χ||1 ≤
γ ⋅ 2αρ ⋅ 2α

( )1 - γ 2
=

4γρ

( )1 - γ 2
⋅ α2 (40)
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